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,

ass ~
t hat all tha ie g e

~ l
u
es aer er al

a n d Po s lit ve
,

ht en
k

“
二

“ 簇 “
二
“ 11

二 一 `
11 ( 1

一 2 (/ 丫灭 ;
十 1 ) )二 lI b “ +

艺 “ A ll 久
t an 咖从

,
( 1 1 )

滋= l

乏

11
二

11镇 11
二
1111

二 一 `
11 ( i

一 2 (/ 护天;
+ 1 ) )斑 110 11

+

艺 11A l} t an 叭从
,

( 1 2 )
艺= 1

w h eer eK = 几
。

从
k 十 1

.

P找用 f : (
。 m i tt de )



第 1 期 Z 比u Z
,

乙、
阳 J

:

nA im p or v
司 G N压J 万 me

t hi 月 a u

脚 en t司 诚ht d g en
v eC to rS

2 h n P lem
e n t a t i

onS
oT

r e m ed y the d isa d v an t a g e of t h e G M R五S ( m ) al g
o r l t h m iw t h e唱 e n v

eC t o 玲
,

we
u
se t h e

im p r
vo

e d me
t hed 场

a dd ign ht e e ig e n v ec ostr
o r delr y ot ht e s u bsP ac e

·

hT eer aer ~
v
ar i

a it
osn

of t hi s a lgo
r i t h m

.

F isr t
,

we oou ld g ive
a f ix n u m be r k

,

i f t h e n u m be r of e ig

veecn
otr

s a
dd ed o r de r ly

eacr
h es

k
,
t h en t h e n u m be r of vec ostr 诚 11

veenr
ad d

,

an d be h a v e l ik
e t h e

esr
t
峨 G N压压万 ( m )

a u g
-

m e n t ed 诚ht k ie g e n v e c t o r s
.

反
c o n d

,

we ad d ~ ie g e n v e c t o r ot ht e s u b s p a c e at if srt
,

ht e n af t e r on
e it e r a t ion

,

we us e

e ir t

ieosrn
ot j u d g e i f t ha

e ig e n v e c t o r 15 st i ll b
e n e

f i
e ial

.

I f ont
,
t h e n e x t e ig e n ve c t o r w i ll be

a dd e d
, e lse

,

on
o t h e r ie g e n v eC otr 州 n 悦

a dd e d at the ~
t
esr

t
art

.

场 ht is

~
,
t he ie g e n

-

v e c t o r s
诚 11 be ad d e d u nt il ot le

r a n c e
be

s a t i sf ied
.

hT idr
,

b ec
a u se vee

n be
n
ief d al e ig e l l v e c

otr
s
m

a y l o se t h e i r ef fec it ~ ess on ce co m p 0 l l e nt s J

ht e r es idu al v e c ot r in ht e id r e c t i o n s of t h 芜 e ie ge
n v e c t o r s h a v e be e n

uP
r g ed

.

fI so
,
t h e ap p r o x i

-

m a t e e ig e n v ec t o r s w i ll be er lea se d an d t h
e a
lg

o r it llm 侧 11即 b a e k ot t h e s t an d a r d r e s t a r t ed G M
-

R E S
.

T h e last
t 刃 0 v a ir iet es of al g o r i t hms co ul d be se

e m ed as ad ap ivt
e p
cID ed ~

,

an d ~ be
u s e d i n t h e

case
in w h ihc t h e

叩p
oxr i IT份 t e n u m be r of e i g e n v e c t 0 sr cou ld har d ly t o P er d i e t

.

W
e

own def in e

som
e t

emrr
n o
l卿

.

L之 t m be t ha d ime
n s ion of t h e K r y lvo su b

s
娜

e e ,

an d k

be ht e n u爪be r
of

e ig e n v e c t o r s u 横过 in ht is i t e r a t ion
s t e p

,

an d s = m + k
,

L￡ t w b e n b y s

arn
-

tr ix w h o se if r s t m col
u n n n s a r e ht e o r t】l o n

orm
a l iz de A刀l o ld i v e c t o r s an d w hos e l a s t k ve ct o r s

are
t h e ap p ro x ialn

t e e ig

vcene tors
少 i ,

fOr ￡= 1 : k
, a n d let Q b e n b y s + 1 m at ir x w h哭 e if r s t

m + 1 col
usrnn aer A m

o ld i vec
t o r s

an d w h ose las t
col umsn

ar
e
fo mr

e d b y ort h呢
o n a l iz i飞 t h e

vec ot r s

柳 i
,

for 艺= 1 : k
,

吧 a isnt
t ha pver iou

s

col ~
5 of Q

.

T h en we g e t

AW = Q H ( 1 3 )

hw eer H i s an (
: + 1 ) b y

5
uP pe r ~ H es se bn

e gr ma itr .x

T h e en xt st eP 15 ot so lv e ht e
m iin
~ esr idu al equ at ion [’]

m in !} }】
r 。

己任 R l

】}
。 ;

一

盈 }}
:

( 1 4 )

t h e n e w a p p or
x i
mat

e

sol
u t
ion is x = x 。 +

讯￡on
t h e sp an 1q

l ,

q Z
,

…
,

q 二
,

y l ,

y Z
,

…
,

yk }
.

T h e last
s t e p 15 ot if dn k + 1

~
G侧田卫 S w i t h e ig e n v a lues [4 ]

d u e e d p or b lem

丫V e U Se a

a p p r o x im at e e i g e n v e c t o r s
.

sA t h e s

am
e
as t h e

esrt 峨

vesr
ion of R盯 l e ihg

一 R ist a 】g o r i t h m for sol
v i吧 t h e r e -

环勺
, 关 A 关 环爸滋

L e t F 二 W了
、

关 A 关
W

,

G 二 W l
, 关 A T

= ( 1 i0/ ) W T ` A ` A环 gr
￡

( 1 5 )

关 A W
,
t h e n ht e r e d u e ed e ig e n v a lu e p or b lem

15 ht e s

b y ` g e n e r a l iz ed e i g e n v al ue por b lern

斤
` = ( 1 i0/ )嗽 ( 1 6 )
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If we 阅cu lat
e k + 1 g e n e r al i喇 ei g e n ve c t o 丁5 91

,

i = 1
,

…
,

k + 1
,

田 r r es oP
n d ign ot k + 1

抑
a l les t i6

,
t h e n t h e a p p or

x i IT以 t e ie g e n v e c t o r of A is iy = 环爸
泛 ,

朋d yA
葱= A环gr

泛= Q 五饱
.

`
.

fI

iy 15 co m p lex
,
t h e r e

al an d iln a g in 出 , p art
s

aer
u

刻 望卯 r a t el y
.

F

omr ( 12 )
,

G = 月T ` Q T `

Q H
.

eL t 尸 H = R
,

w h
e r e P 15 o rt h飞

o n al a n d R 15 u p pe r
itr

a n g u lar
.

hT en G = R T , R
.

Fb r the g e n e r a t ign p双犯创弥 of F
,

G
,

see 【4]
.

玩
s ed on ht e p r e v l

ou
s id sc u ss ion

,

ht e imP lem即
-

t at io n 15 al i t t l e id ff
e r e n ce for

t h e
if srt 阴

,

悦拓
r e a n y r es 仪江 t

.

tS an dar d G州田五 5 15 u s e d
,

ex
-

C e p t ie g e n v ec t o r s
ad d司 。 r der ly at t h e e n d

.

Fb r ia m p liic yt
,

we il st ht e al go ir t hm ju st fo
r ht e

s

~
d a n d s u b涨月u

en t ur sn
.

3 仆
e I m p

voer
d R es tar ted GM RE S w iht E i g e n v e c t osr ( I

·

I V )

A l g o r iht m l :

1
.

I n i t ial d ef in i t ion
s a n d cac ul at ion

s :

hT
e K珊vlo

s u b s p ac e g en
e r at e d b y t ha A rn

o ld i p or
-

cess
u s i眼 iin t ial r o = b 一 A

Z了0
.

T h e d i

mesln
on 15 m an d k 15 t h e n u m b e r of aP p

oxr im a et e ig en
-

v e c t o r s
.

: 二 m + k
,
t h e a P P r o x im a t e ie ge ~

c t o r s 少
,

i 二 1
,

…
,

k
.

只祖 h as b ee g en
e r a t ed f

~
ht e

last ur n
.

eL t 夕= }}
r 。
}}

,

砂 = r0 乍
,

w l = q l
,

for i = 1
,

…
,

k
,

do w 从
十 , =

;iy oF
r j =

m + 1
,

…
, : ,

do 关
,

j 二 g ` ,
凡“ ig

,

i = m + 1
,

…
, :

2
.

A n lo ld i p

~
:

Fb r
j = 1

,

2
,

…
,

m do

h ` ,

j 二 ( A qj
,

q` )
,

￡二 1
,

2
,

…
,

j

虱
, 一 A q` 一

玄
h `

,

iqj

i = l

hj
+ 1 ,

j = l! 马
+ 1
11
:

,

马
+ 1 = 勺

+ 1

也
+ 1 ,

j

方
, = in, j

,

i = 1
,

2
,

二
, ,

j

寿
,

m + ` = (A马
,

从 ) i = i
,

2
,

…
,

秃

If j < m t h e n

wj
+ 1 = 马

十 1
an d 无

,

j + 1 = hj
+ 1 ,

j

3
.

dA d a p p or x lm a t e ie g
~ eC t

ors
:

Fb r
j = m + 1

,

…
, `

do

h ` ,

j 二 ( Awj
,

aj)
,

i = 1
,

2
,

…
,

j

+ij
, 一

阿
一

玄
h `

,

必

i = 1

气
+ 1

.

, = 11亏
+ 1
1}:

,

马
十 1 =

= 1
,

2
, .

qj
+ 1

hj/
十 1

.

5

寿
, ` = h , , ,

j
,

i 2刀

4
.

Fbmr het aP p or
x im

a t e sol ut ion
:

, Iv e het 而 in

~
p
obr lem 而 lln ll

: 。 “
。 1一

盈
d〔 SR

5
.

Res et rt :

Q肋 put e r = b 一 A x i f i t ast isf ies w i th t h e

esr idaul
r ,

k = k + 1
,
x o = x

2
,

ht en x = x0
+ V叽才

~
r eq , i

~
nt ht en

s ot p
,

el se let

r o =



第 1期 Z抽
u Z

,

Z haO J
:

nA im p or v
曰 G N F[ 汪污

met
h浏

a u g m e n

回初 ht d g en
v ce
ostr

·

7
·

6
.

Fbmr ht e

~
k ap p

oxr
im a t e ie g e n v e c t o sr :

Q k ul at e G = R T ` R
.

乳 Ive ht e g
ene

r al
-

i z de e ig en val
u e p
obr lem gF

i = ( 1 i8/ )兔
滋

.

Fb r 及
,

i = 1
,

…
,

k hw ihc 15 t h e k R it z ve cot
r s

印仃巴 p o n d i飞 ot t h e s m al lest 氏
,

an d s e p ar a t e 象 iont
r

eal an d
com

p l
e x p ar t ( i f i t 1

5 c o m p l e x an d

t

eart as wot
d i s t i n e t vec ostr )

.

hT en fo mr 又 =
鳍

`
曲d yA

` = Q垅
.

` ,

￡= 1
,

2
,

…
,

无
.

L之 t OF ld 二 F
.

G o ot 1
.

oT ad d t h e e ig

veecn
t o r s o r d e lr y w i t h a

axrn
i

murn
n u m ber K ( t h

e
f i sr t v ar ie t y of al 即

-

r i t h m )
.

W
e hvae l i t t l

e
hc

a n g e in S t印 s of 川 g o r it h zn l :

A lgo ir t hm Z

st e p s l
一

4 aer ht e

~
as 川 g o r it hm 1

.

tS 印 5
.

R e s t
art

:

肠几甲u t e r = 吞A x i f i t sat isf ies 诚ht t h e

esr id u al

omnr
r eq u i
emr

e n t t h e n

s t o p
,

el se i f k ( K t h e n k = k + 1 ; e l s e en d
.

L￡ t x o = x
, r o = r

.

st e P 6 15 t h e

saxen
as 川g o r i t h m 1

.

OT ad d t h e e i g

veecn
ot

r o r der ly u

dn
e r t h e c r it er iosn ( t h

e s e co n d v
ar iet y of t h e

al 即
r i thn

l
)

,

w e hvae ~
hc

a n g e in tS eP s of 月 g o r i thm 1
.

lA go ir thm 3

S t e p s l
一

4 aer ht e

~
as 川 g o ir t hm 1

.

st eP 5
.

R es t
art

:

肠m p u t e r = 卜A x if i t sat i sf ies w i t h t h e r es idual omnr
r eq u i

emer
n t t h e n s t o p

, e ls e i f 。 r i
-

t er ion
s

aer sat isf ied ht en k = k + 1 ; el se e

dn
.

L￡ t
xo = x

,

r0 = r
.

tS 印 6 15 ht e

~
as al go

-

ir t hm 1
.

oT ad d t h e e i g e

vecn otr or d e r ly an d d is ca
r d al l tha

e i g

veen
e

otr
s
ad 即 t ivel y w i t h

some
e ir t e

-

ir
~

.

( ht
e ht i记 v

iar
e yt of ht e a

lg
o r i t hm ) w

e hvae ~
hc

a n g es in 川 g o r it hm 1
.

A l g o ir t h m 4

st eP
s l

一

4 aer
t h e s

~
as 川即

r it l l m 1
.

tS eP 5
.

R es t
art

:

肠m p u t e r = b 一 A x i f i t sat i s if es 诚 t h the esr id u al

omnr
r eq u l

emer
n t t h e n s t oP

, e ls e
,

l e t

x0 = x
,

r0 = .r fI cr it er i~ aer sat isf ied
t h e n go ot st eP 7 ; el se k 二 k + 1

,

go ot st eP 6
.

S t eP 6 15 t h e

sarn
e as 川g o r i t hm 1

.

S t e p s 7
一

9 aer
t h e

saxn
e as t h e st an d a r d esr

t
art

e d G侧R[ E S
,

fo
r u s in g t h e K r y

vlo
s u b s p a c e

of

( m + k ) d i

mesn ion
s
( t h

e p er e ise p
ocr ess 15 Om i t t ed )

.

N ex t
,

we w i l l
e x a m ien t h e i r e x Pen

s e
an d s t o r a g e r eq u i r e m e n t s as

com
P a r e d t o t h e GM丑 ES

me
t hed

a u g m e nt ed 诚ht ie g e n v e c t o r s
.

W
e

con
s id er on ly t h e m at r i-x vec otr mu l t i lP icat ion (m

v p )
e x
详sen

.

hT
e n , s u p p o s e t h e GM

-

R E S me
t h司 w i t h e ig

veen
e ot sr u

se k 叩P or
x i r n a t e e i g v e e t o r s

.

oS i n eac h i t e r a t ion
,
t h e al 即

-

ir t hm has ( m + Zk ) m
v p

,

m for A立幻Id i p

~
,

an d Z k for g e n e r at e 少
,

彻
`￡二 1

,

2
,

…
,

k
.

斑 t er n i t e art i o n s t h e ott al
e x p

esen
15 ( m + Z k )

n m v p s an d co r r e s
卯

n d i n g s t o r a g e r eq u i
emr

e n t

15 ( m + Z k ) vec ostr of le n gt h n
.

O n ht e o t h er han d
,
t h e im p or

v ed al g
o r i t hms h a v e d i ff

eern
t e x

eP
n s e w h i l e t h e n u m b e r of
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i te

rt ai oni n ce re s a
.

S up lx 刀e t he i t
e r a

ti n o
n n l ube ri s n ,

t h e n u m ber of K理 lvo ve
e t or s is m

,

an d

t h
e

un m ber of e i g

veen
e ot r s 15 5

.

hT
e n t h

e e X p en
s e
of t h is t im

e
of i t e ar t ion pocr es s 15 ( m + 2 : )

m
v p s

.

hT
e co rr e s p o n d i飞

s t o r a g e r叫 u ir

emen
t 15 ( m + 2 5

)
v e c t o r s of l e n g’t h n

.

Fb r 川g o r i t h m l
,
t h e

ex p en
s e

aft
e r n i t

eart
ion

s i s n
( m + n + 1 )m

v p s ( i n t h e s i t u at ion
`

= n )
.

Fb r
川 g o r l t

hm Z
,

su p po s e t h e
m ax im n

um b er of
e ig e n ve e t or s i s s ,

t h en t h e
ex p e n s e i s

( m + n + 1 ) n if n
(

: ,

( m + 2 : )
n + ( 1 一

s
)
5 if n > 5

.

oF
r
川即

r it hm 3
,

uS p po s e i n e a
hc

z `

( i = 1
,

…
, :
) i tear

t

ion
s ,

ht e

coerr
s
卯

n d i吧 n u m be r
of 即p

oxr i
mat

e e i g
ven

e e

ostr
15 1

,

hw
e r e n

一

属.21 heT ott al

exep sen
”̀
(mn

十

嘱 iiZ )卿
s

·

orF 川g o ir t

hm 4
,

su
ospP

“ “̀ ` + l st eP ” ,

ht e a p p
oxr

im a t e e i g

veen
c t o r s

诚 11 b e d is ca
r d e d

, a n d t h e a lg o r i t hm b ac k t o s t an d ar d er
s t
art

e d

G N田卫S w i t h ( m + :
) K巧vOI

v
ec otr

s
.

hT
e n t h e t ot al e x ep n se i s [ ( m + :

)
n + : 」m v p s

.

oF
r
川即

r i t h m s l
一

3
,
t h e s

otr
a g e r e

明 ir

emen
t s in t h e e n d ar e

( m + 2 :
)

,

h o w e v er
,

for IA
-

g o r it h m 4
,
t h e y ar

e u p ot ( m + 2 : )
,
t h e n d e e

easer
ot ( m + s

)
v e e ot sr of le n g t h n

.

3 E x

am P

iA f i sr t

I e S

we w il l g ive

some
d e f in i t iosn

.

W
e d
eon

t e ht e s t a l l d ar d F u l l

F U LL ( ) ; ht
e s t a n dadr esr

t
art ed G M R E S w it h K汀vlo

s u b s p ac
e
of m d im

e n s ion
t h e G N田卫5 au g m e n t ed w it h k e ig e n

vec ostr an d m K r y vlo
v
ec ostr

b y E ( m
,

k ) ;

b y N l ( m )
,

m 15 t h e d im esn io n
of t h e K巧vlo

s u
bsP ac e : lA g o r it hm 2 b y N Z ( m

max
im um

n u m b e r
of

e ig en ve
c t o r s t h at can b e ad d e d : 川即

r it hm s 3
,

4 b y N 3 ( m )

GM卫 E S b y

b y R ( m ) ;

拟即
r i t hm l

k )
,

k i s t h e

,

N 4 ( m ) or
-

d e lr y
.

In t h e

fol lo w i n g e x a r n Ples
,
t h e r ihg

t 一 h a n d s id e s hvae al l e n t r i e s 1
.

0
.

T h e i n i t i a l g u e s s x 。

aer
z e or v e c t o r s

.

hT
e f i sr t t

wo ex am p l e s aer b id ia g o n al m at
r i x

,

w i t h 0
.

1 in e a e h s u p e r d ia g 0 l l a l

p o s i t iorL hT
e e al e u lat ion

s

aer d o n e i n d o u b l e p r e e i s ion on P C w it h P en t iu -m I I CP U
,

3 2 M

m
e m o r y

.

xE 田 rn P l e 1 W
e d e n o t e the ma

t ir x as A ( 3 0 0
,

3 00 )
,

w h ie h h as 0
.

1
,

0
.

2
, ,

0
.

9
,

1
,

2
, . , . ,

2 9 1

on ht e
m

a in d i a g o n al
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一种改进的利用特征向量的 GM R E S 方法

周 钟1, 2 ,

赵金熙`

( 1
.

南京大学计算机系软件新技术国家重点试验室
,

南京
,

2 100 93 ; 2
.

南京大学数学系
,

南京
,

2 100 93 ;)

摘 要 : 利用特征向量的重开始的 G N压汪污方法是一种解非对称线型系统的
,

特别是解拥有少量极小特

征值的非对称线型系统的有效方法
,

但应采用的恰当的特征向量数目却很难确定
.

这将可能导致收敛速度

的减慢和数值结果的精度降低
.

给出了一种改进的利用特征向量的 G M R[ 卫 S 方法
,

它采用逐次增加特征向

量的方法
,

并可结合特定的收敛准则自适应的确定恰当的特征向量数目
.

数值结果证明此方法可以得到更

高的精度
,

花费更少的迭代次数和 CP U 时间
.

关键词 : G侧眼E S方法
,

K即 lo v 子空间方法
,

非对称系统
,

特征值


